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Modul Fehlerrechnung

Fehleranalyse

In diesem einfithrenden Versuch wird mittels eines Pendels die sinnvolle
Durchfithrung und Auswertung eines wissenschaftlichen Experimentes
veranschaulicht. Des Weiteren soll der Umgang mit den dazu notwendi-
gen statistischen Mitteln vertieft und anhand der durchgefiihrten Mes-
sungen angewendet werden.
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1.1 Fragen zur Vorbereitung

Ziel ist es, immer zu verstehen, was man macht. Eine gute Vorbereitung der Experimente
ist daher zentral. Das beinhaltet die Lekture der Versuchsanleitung sowie weiterfithrender
Literatur zum Thema, nutzen von Internetquellen, und mehr.

Die Fragen zur Vorbereitung solltest du jeweils vor der Versuchsdurchfithrung beantworten
konnen. Die Antworten findest du teilweise direkt in der Versuchsanleitung, bei einer kurzen
Suche im Internet oder in der Fachliteratur.

¢ Wie lauten die Grundeinheiten des SI-Systems? Warum ist es wichtig, immer in SI-
Grundeinheiten zu arbeiten?

* Recherchiere die heutige Definition der physikalischen Einheiten Sekunde und Meter.

* Wodurch ist ein mathematisches Pendel beschrieben? Gib die Bewegungsgleichung an
und berechne die Periodendauer des Pendels. Welchen Einfluss hat die endliche Aus-
dehnung des Pendelkorpers?

¢ Warum ist es sinnvoll, die Messung der Schwingungsdauer eines Pendels am Null-
durchgang und nicht an einem der Umkehrpunkte durchzufiihren? Bedenke hierzu, ob
es giinstiger ist - in Abhdngigkeit von der Periodendauer - im Umkehrpunkt oder im
Nulldurchgang zu messen, um moglichst kleine Messfehler zu erhalten.

¢ Warum ist es besser, wenn jede Messreihe nur von einer Person vorgenommen wird?

¢ Was ist ein Histogramm? Wie gross muss man die Intervallbreite eines Histogramms
(genannt binning) wahlen, wenn sich bei der Messung von 200 Perioden T eine Stan-
dardabweichung des Mittelwertes von beispielsweise 0.3s ergeben hat?

¢ Ist die Intervallbreite (binning) des Histogramms eine Funktion von der Anzahl der
Messungen n?

¢ Was ergibt sich fiir den den statistischen Fehler, wenn man statt 200 einzelne Perioden
die Dauer von 200 Perioden bestimmt?

¢ Wie lauten die folgenden Verteilungsfunktionen und wo treten diese auf? Gib jeweils
mindestens ein Beispiel an: Gaussverteilung, Binomialverteilung, Gleichverteilung, Pois-
sonverteilung. Erkldre, wie du die jeweils passende Verteilungsfunktion fiir dein Daten-
set auswihlst.

¢ Was versteht man unter den folgenden Begriffen: Wahrer Wert, Mittelwert, grobe Abwei-
chung, zufélliger/ statistischer Fehler, systematischer Fehler und Standardabweichung?

¢ Wie beeinflussen die Messfehler der Eingangsgrossen das Endergebnis einer Messung?
Welches allgemeine Berechnungsschema gilt?

Bei allen nachfolgenden Experimenten wird nach dem gleichem Prinzip verfahren. Es wird
grundsétzlich erwartet, dass sich die Studierenden eigenstindig in die jeweilige Thematik des
Experiments einarbeiten konnen. Bei Schwierigkeiten stehen die Coaches gerne zur Verfii-

gung.



1.2 Motivation

Ein wesentliches Ziel dieses Praktikums ist die Vermittlung von Kompetenz und das Sammeln
von Erfahrung in Bezug auf die qualitative und quantitative Bewertung von Messergebnissen.
Dies ist ein wesentlicher Bestandteil jeder Arbeit in der Experimentalphysik und von essenti-
eller Bedeutung, wenn es gilt, die Giiltigkeit eines theoretischen Modells zu verifizieren oder
gegebenenfalls zu widerlegen. Jede Messung, egal ob in den Naturwissenschaften oder an-
derswo, unterliegt prinzipiell immer zufélligen und systematischen Abweichungen, welche
allgemein als Messfehler bzw. Messunsicherheit bezeichnet werden.

In diesem ersten Versuch des Praktikums soll anhand eines einfachen Experiments erlernt
werden, welche Arten von Messunsicherheiten auftreten konnen, wie sie quantifiziert werden
konnen und wie sich die Unsicherheiten einzelner Messgrossen auf das Endresultat auswir-
ken (Fehlerfortpflanzung). Von den Studierenden wird erwartet, dass die hier erlernten Metho-
den im weiteren Verlauf des Praktikums moglichst eigenstandig auf alle zu absolvierenden
experimentellen Arbeiten angewandt werden. Jedes zukiinftige Versuchsprotokoll muss eine
ausreichende Fehleranalyse der gewonnenen Messdaten und Ergebnisse enthalten, andern-
falls wird die Durchfiihrung des Versuchs nicht anerkannt und das Experiment muss wieder-
holt werden.

1.3 Messungenauigkeiten

Das Ziel einer Messung ist die bestmogliche Bestimmung des sogenannten Wahren Wertes
einer physikalischen Grosse. Dieser wahre Wert ist jedoch ein theoretisches Konstrukt und
der gemessene Wert unterscheidet sich von diesem durch die bereits erwdhnten zufilligen
und systematischen Messunsicherheiten, welche sich niemals vollstindig ausschliessen las-
sen. Das Ziel der Experimentierenden ist es nun, die betreffenden Fehlerquellen zu identifi-
zieren und deren Einfluss soweit wie moglich zu minimieren. Im weiteren Verlauf des Studi-
ums werden die Studierenden lernen, dass der klassische Charakter der Messgrosse, welcher
immer die Existenz des wahren Wertes voraussetzt, in der Quantenmechanik ohnehin seine
Bedeutung verliert. Letzten Endes sind dann nur noch Aussagen iiber die Wahrscheinlichkeit
einer Messgrosse/Observable moglich.

Im Praktikum wird jedoch die Ungenauigkeit und Prazision des Messverfahrens stets um vie-
le Grossenordnungen tiber der Unsicherheit/Schwankungsbreite des wahren Wertes liegen,
so dass dessen Existenz bedenkenlos angenommen werden kann.

1.3.1 Grobe Abweichungen

Bei der Durchfithrung von Experimenten wird es erfahrungsgemdass immer wieder vorkom-
men, dass Messwerte extrem von den zu erwartenden Werten abweichen. Wir sprechen hier
von groben Abweichungen. Haufig liegt die Ursache solcher Vorkommnisse im Defekt eines
Messgerites, dessen falscher Bedienung oder in der Unerfahrenheit begriindet. In jedem Fall
gehort es zum grundlegenden Selbstverstindnis der Naturwissenschaften, dass unliebsame
oder unerwartete Messwerte nicht unterdriickt bzw. gefdlscht werden! Es muss nach der Ur-
sache dieser extremen Abweichungen gesucht werden. Die nachtragliche Abdanderung von
Messwerten wird auf keinen Fall toleriert und kann zum Ausschluss aus dem Praktikum fiih-
ren! Lediglich im Falle defekter Gerdtschaften und der expliziten Bestdtigung durch den ent-
sprechenden Coach ist es gestattet, Messwerte bei der Auswertung nicht zu berticksichtigen.
Jedoch gilt es stets, diese dennoch im Versuchsprotokoll zu vermerken und eine Begriindung
anzugeben, weshalb sie fiir die Auswertung nicht benutzt wurden.



1.3.2 Statistische Messfehler

Was heisst messen? In der Physik versteht man darunter die Ermittlung des Wertes einer phy-
sikalischen Grosse mit Hilfe von Gerdtschaften und technischen Hilfsmitteln mit dem Ziel,
dem wahren Wert der betreffenden physikalischen Grosse moglichst nahe zu kommen.
Jedoch unterliegt solch eine Prozedur diversen Einfliissen, so dass eine Wiederholung der
Messung normalerweise nicht erneut dasselbe Resultat liefert. Man sagt, die Messwerte seien
verteilt und es ist nun von enormer Wichtigkeit die so genannte Verteilungsfunktion ¢(x) des
Messwertes x; zu kennen. Aus dem Zentralen Grenzwertsatz der Statistik folgt, dass fiir un-
abhéngige, identische Zufallsvariablen der Erwartungswert und die Varianz endlich sind. Die
zugehorige Verteilungsfunktion der Messwerte wird als Gaussverteilung, oder Normalvertei-
lung bezeichnet. Im Fall der Messgrosse x; lautet diese:

1 C(p—x)?
o) = —=—-exp (V77" (11)

Dabei bezeichnet 4 den sogenannten Mittelwert und o die Standardabweichung. Zu dieser kon-
tinuierlichen Verteilung gelangt man jedoch erst nach Bildung des Grenzwertes fiir eine un-
endliche Zahl n von Messwerten x;. Fiir eine endliche Anzahl von Messwerten lassen sich die
folgenden beiden Abschdtzungen machen:

_ 1 .
X = " Z x; Mittelwert (1.2)

[ \-n =2
Ox = % Standardabweichung des Einzelwertes (1.3)

Gelegentlich spricht man auch von der Standardabweichung der Stichprobe um zu verdeut-
lichen, dass es sich hierbei um die Standardabweichung eines einzelnen Messwertes handelt.
Dies darf nicht mit der als Standardabweichung des Mittelwertes bezeichneten Grosse verwech-
selt werden:

n )2
Uyzﬁz Yiq (X —X) (1.4)
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Um eine Reihe von Messwerten statistisch hinreichend zu charakterisieren, sollte der Mittel-

wert und die Standardabweichung des Mittelwertes angegeben werden. Wenn also dieselbe

physikalische Grosse hundertmal gemessen wurde (x1, X2, X3, ..., X100), SO lautet das anzuge-
bende Resultat:

X+ 0% (1.5)

Im Intervall +0% befinden sich dann 68.63% aller Messwerte. Weiterhin gilt, dass sich in den
Intervallen £20% und £30% dann 95.4% bzw. 99.7% aller Messwerte befinden. Man spricht in
diesem Zusammenhang auch vom Vertrauensintervall bzw. vom Vertrauensniveau. Am ge-
brauchlichsten ist ein Vertrauensintervall von 0.95 , d.h. 95% aller Messwerte sollen innerhalb
dieses Intervalls liegen. Dieser Bereich ist in etwa identisch mit dem oben bereits erwédhnten
20% Intervall. Daher ist die Beziehung
_ 20y

AX = NG (1.6)
sehr gebrduchlich und wird gemeinhin auch als statistischer Fehler des Mittelwertes bezeichnet.
Abhidngig vom Experiment kann es auch sinnvoll sein, AX = o3 als statistischen Fehler des
Mittelwerts anzunehmen. Es geht hier lediglich um eine Abschdtzung der Prazision, wobei
letztere Variante hdufig ausreichend gut ist.



1.3.3 Systematische Messfehler

Nach Beriicksichtigung der statistischen Schwankung erhélt man, wie im vorherigen Ab-
schnitt dargelegt wurde, den Mittelwert X aller gemessenen Werte. Dieser ist jedoch nach wie
vor nicht identisch mit dem wahren Wert. Die einseitig gerichtete Differenz zwischen wah-
rem Wert und Mittelwert wird als systematischer Messfehler bezeichnet. Dieser ist in der Regel
wesentlich schwieriger zu quantifizieren als der statistische Fehler. Oft erhdlt man den sys-
tematischen Fehler nur durch Vergleich mehrerer Messapparaturen/-gerdte. An dieser Stelle
kommt die Kalibrierung der entsprechenden Messgerite ins Spiel. Beachte, dass man nur von
der Eichung eines Messgerétes spricht, wenn die Kalibrierung durch eine 6ffentliche Stelle
vorgenommen wird (z.B. Amt kalibriert die Waage im Supermarkt).

Oftmals geben bereits die Hersteller von Messgeraten die Fehlergrenzen ihrer Apparaturen
an. Diese sind haufig auf dem Gerit selbst (z.B. Etikett auf der Riickseite) oder in der Bedie-
nungsanleitung angegeben. Folglich ist es in solchen Féllen nicht moglich, genauer als die
angegeben Fehlergrenzen zu messen. Verfiigt man {iber keine Angaben, so gilt im Praktikum
die Regel, dass der systematische Fehler der Hilfte der/des Ablese-/ Anzeigenintervalls ent-
spricht. Liest man z.B. auf einer Uhr, deren kleinste Anzeigenskala eine Sekunde ist, die Zeit
ab, so nimmt man einen systematischen Fehler des Messgerits von 0.5s an. Bei vielen Experi-
menten treten mehrere systematische Fehler auf: Beim Benutzen einer Stoppuhr beispielswei-
se hat die Uhr eine Ungenauigkeit, dann kommt die Reaktionszeit der experimentierenden
Person dazu, bei analogen Stoppuhren kommt vielleicht noch eine Ungenauigkeit durch Pa-
ralaxe dazu (je nach Blickwinkel beim Betrachten der Uhr liegt der Zeiger iiber dem einen
Sekunden-Strich oder einem anderen), usw. Eine gute Fehleranalyse briicksichtigt samtliche
Fehlerquellen.

1.3.4 Fortpflanzung von Messfehlern

In der Regel werden Messergebnisse verwendet, um weitere Grossen daraus abzuleiten bzw.
zu berechnen. Oftmals gehen in solch eine Berechnung aber mehrere fehlerbehaftete Gros-
sen/Parameter mit ein. Es stellt sich dann die Frage, wie sich die einzelnen Messunsicherhei-
ten auf das Endergebnis auswirken, bzw. wie dann die Messunsicherheit oder der Messfehler
der abgeleiteten/berechneten Gréssen zu bestimmen ist. Fiir unabhédngige (nicht korrelierte)
Grossen ldsst sich der resultierende zufdllige Fehler aus den zufilligen Fehlern der involvier-
ten Messgrossen mit Hilfe der Gauss’schen Fehlerfortpflanzung berechnen. In diesem Versuch
werden die Zeit/Periodendauer T und die Lange ! eine Rolle spielen, um daraus die Schwe-
rebeschleunigung ¢ zu bestimmen. Sowohl bei der Bestimmung der Periodendauer ¢ als auch
der Lange | wird ein statistischer Fehler zu bestimmen sein. Fiir den statistischen Fehler der
Schwerebeschleunigung ¢ folgt dann:

|AGotat| = 98 AT, 2+ % Al i (1.7)
gstat - oT stat ol stat .

Fiir die systematischen Messfehler beider Grossen ist es schwieriger, einen resultierenden sys-
tematischen Fehler anzugeben. Im Falle kleiner systematischer Fehler kann man den resul-
tierenden systematischen Messfehler durch eine einfache Taylorentwicklung erster Ordnung
abschétzen:

F) )
gt + ATuys, 1+ Agys) = g(T, 1) + %  ATuys + a—f Algys (1.8)

Daraus erkennt man folgenden Zusammenhang fiir den resultierenden systematischen Mess-
fehler:

(1.9)

aT

d
|Agsys| = '_g ATy + |5

d
+ '_g * Alsys




1.3.5 Angabe von Ergebnissen

Nun gilt es noch zu beachten, dass bei einer korrekten Darstellung von Messergebnissen der
systematische und der zuféllige /statistische Fehler getrennt von einander angegeben werden.
Im Falle einer Messung der Zeit T wiirde man konkret

T =T 4 ATyys + ATser (1.10)

schreiben. Ein Experiment ist dann gut designt, wenn der systematische und der statistische
Fehler in der gleichen Grossenordnung liegen. Es ist weiter darauf zu achten, dass die korrek-
ten physikalischen Einheiten angegeben werden.

1.4 Durchfithrung

Die Aufgabe der Studierenden ist es, mit Hilfe eines Pendels der Lange ! die Fallbeschleuni-
gung g der Erde aus der Periodendauer T des Pendels zu bestimmen. Die Lange | des Fadens,
an welchem das Pendel aufgehidngt wird, ist manuell mit einem Massband oder Zollstock zu
bestimmen. Die Periodendauer des Pendels wird mit Hilfe einer Stoppuhr gemessen.

Ziel des Versuches ist es nicht, moglichst exakt den Wert von g zu bestimmen, denn hierfiir
gdbe es natiirlich Versuche, welche deutlich besser geeignet wiren. Vielmehr dient dieser Ver-
such dem Erlernen der Methodik der Fehleranalyse und des grundlegenden experimentellen
Arbeitens in der Physik. Weiterhin soll dieser Versuch den Studierenden vor Augen fiihren,
was die Anspriiche dieses Praktikums sind, und welches Mass an Eigeninitiative und Fleiss
verlangt werden.

¢ Miss die Lange I des Pendels und schétze den zufalligen Fehler ab. Die Lange des Pen-
dels ist durch den Abstand des Aufhdngepunktes bis zum Mittelpunkt des Pendelkor-
pers gegeben. Weshalb? Wie gross ist der systematische Fehler dieser Lingenmessung?

* Miss 200 mal die Periodendauer T des Pendels. Beachte, es gilt 200mal eine einzige Pe-
riodendauer zu messen und nicht die Dauer von 200 Perioden. Worin liegt der Unter-
schied?

e Miss zusatzlich 10 mal die Dauer von 20 Perioden.

* Miss fiir vier weitere, unterschiedlich lange Pendel deren Lange / und jeweils einmal die
Dauer von 20 Perioden.

¢ Notiere dir zu simtlichen Messungen die jeweiligen systematischen Messungenauigkei-
ten.

Wichtig: Verwende eine Stoppuhr, die auf zwei Nachkommastellen genau messen kann. Diese
wird zur Verfiigung gestellt. Die Messung mit dem eigenen Smartphone kann vorteilhaft sein,
wenn dieses die Option zur Messung der Dauer von mehreren Runden ermoglicht.

1.5 Auswertung

1. Zeichne mit OriginPro (oder einer anderen geeigneten Analyse-Software) wie folgt Hi-
stogramme:

(@) Du hast 200mal eine einzelne Perioden eines Fadenpendels gemessen. Erstelle nun
zuerst fiir die ersten n = 10 gemessenen Einzelperioden aus diesem Datensatz ein
Histogramm.



(b) Zeichne nun Histogramme fiir die ersten n = 25, 50,100, 200 Messwerte der Einzel-
perioden.

(c) Fiige in alle fiinf gezeichneten Histogramme eine Gausskurve ein.

(d) Vergleiche die fiinf Histogramme. Was fallt dir auf?

2. Berechne mit OriginPro jeweils fiir die ersten n = 10, 25, 50, 100,200 Messwerte der Ein-
zelperioden den Mittelwert, die Standardabweichung und die Standardabweichung des
Mittelwerts (genannt SE des Mittelwerts).

3. Die Periodendauer T eines Pendels ist gegeben durch die Formel
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Dabei ist g die Erdbeschleunigung und / die Lange des Pendels.

(a) Stelle die Formel fiir die Periodendauer T nach der Erdbeschleunigung g um.

(b) Berechne aus dem Mittelwert der ersten n = 10 Einzelperioden die Schwerebe-
schleunigung ¢ der Erde. Berechne fiir diesen Fall den statistischen Fehler Agstat
und den systematischen Fehler Agsys der Erdbeschleunigung.

(c) Wiederhole die Bestimmung der Erdbeschleunigung ¢ anhand des Mittelwerts der
Einzelperioden fiir n = 25,50,100,200 und fiihre jeweils eine vollstandige Fehler-
rechnung durch.

(d) Von einer sinnvollen Anzahl von Messungen spricht man genau dann, wenn der
statistische Fehler des Endergebnisses etwa gleich dem systematischen Fehler des
Endergebnisses ist. Warum ist das so?

(e) Welche Anzahl Messwerte 7 ist in diesem Pendelexperiment mit den Einzelmes-
sungen sinnvoll?

4. Jetzt wollen wir ein Punktdiagramm zeichnen und die Erdbeschleunigung g als Para-
meter aus dem Fit bestimmen. Dazu gehen wir wie folgt vor:

(@) Du hast bei fiinf unterschiedlich langen Pendeln die Dauer von 20 Perioden ge-
messen. Berechne daraus fiir alle fiinf Pendel mit Hilfe von OriginPro jeweils die
mittlere Dauer T einer Periode.

(b) Worin liegt der Vorteil dieser Mehrfachmessungen verglichen mit den Einzelmes-
sungen, wenn man die Dauer einer Periode moglichst exakt bestimmen mochte?

(c) Erstelle ein Punktdiagramm mit den mittleren Periodendauern dieser fiinf Pendel.
Trage dabei die Periodendauer T gegen die Lange I des Pendels auf. Zeichne die
Fehlerbdlkchen ein, formatiere das Diagramm und beschrifte die Achsen sauber
mit der korrekten Bezeichnung und einer physikalischen Einheit.

(d) tberlege dir anhand der Formel fiir die Periodendauer T, welche Proportionalitat
zwischen den im Punktdiagramm aufgetragenen Messgrossen besteht. Lege eine
passende, benutzerdefinierte Fitkurve an die fiinf Messpunkte im Diagramm und
lass dir als Parameter die Erdbeschleunigung g ausgeben.

(e) Mache eine verniinftige Fehlerabschatzung fiir g.

(f) Vergleiche dein Ergebnis mit den Resultaten aus den obigen Rechnungen mit den
g g g &
gemessenen Einzelperioden und mit dem Literaturwert.



1.6 Literatur

Zur Vorbereitung auf den Versuch wird unter anderem die folgende Literatur empfohlen:

¢ W. Demtroder, Experimentalphysik I - Mechanik und Warme (5. Auflage), Kapitel 1,
Springer Berlin, 2021

¢ ].R. Taylor, Introduction To Error Analysis, University Science Books, 1997
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